
附录 C 矩阵代数

本附录简要地介绍学习计量经济学所需的矩阵知识。由于篇幅限制，我们未给出文

中涉及的多数重要结论的证明过程，但是会引用可以提供证明过程的文献供读者参考。

矩阵理论是计量经济学、最优化理论、机器学习以及深度学习等课程的最重要数学基础，

著名的线性代数教材 Strang (2016)在前言中写道：“The century of data has begun! ...... The
truth is that vectors and matrices have become the language to know”，可见向量和矩阵知识
的重要性。本附录的写作主要参考了 Calafiore et al. (2014)，此书的特点是突出强调向量
和矩阵相关概念以及运算的几何意义，推荐读者进一步阅读此书以便加深理解。1

C.1 向量

向量（vector）被定义为由有限个元素组成的列，例如，由 a1, . . . , an构成的 n× 1维

向量表示为：

a =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a1

a2
...
an

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

ai 称为向量 a的第 i个元素（或第 i个分量）。若 a ∈ Rn，则 a可视为 n维欧氏空间中

的一个点，此时，称 ai为 a在第 i个坐标轴上的坐标。

a的转置定义为：

a′ ≡ (a1, . . . , an),

即，由 a1, . . . , an构成的 1× n维行向量。本书按照文献中的惯例，在引入向量时将其记

为行向量的转置，如，a = (a1, . . . , an)′。

此外，为了体现随机变量与其实现值的区别，本书将随机变量构成的向量用英文正

体加粗记号表示，如，x，其每个分量的一个实现值构成的向量则表示为 x。当 n = 1时，

称 1× 1维的向量为标量（scalar），本书在使用符号表示标量时不进行加粗处理，如，x

（非随机变量）或 x（随机变量）。

令 a(1) =
(
a(1)1 , . . . , a(1)n

)′
和 a(2) =

(
a(2)1 , . . . , a(2)n

)′
同为 n× 1维的向量，分别定义

a(1)与 a(2)的和与差为：

a(1) + a(2) =
(
a(1)1 + a(2)1 , . . . , a(1)n + a(2)n

)′
,

a(1) − a(2) =
(
a(1)1 − a(2)1 , . . . , a(1)n − a(2)n

)′
.

令 α为标量，α与向量 a = (a1, . . . , an)′的数乘定义为：

αa = (αa1, . . . ,αan)
′.

1为了内容的相对完整，本附录会涉及本书正文未涉及的矩阵代数知识，读者可以有选择地阅读。



C.2 向量范数和内积

向量空间是由向量构成的集合，满足对向量加法和数乘运算的封闭性，关于向量空

间的详细定义请参考 Horn et al. (2013)的第 1页2。向量空间的一个常见例子就是 Rn。若

向量空间 X 的非空子集 V 满足：对任意的标量 α和 β，

x, y ∈ V ⇒ αx+ βy ∈ V ,

则称 V 为 X 的子空间。注意子空间总是包含 0向量的。考虑一组向量构成的集合 S =
{
x(1), . . . ,x(m)

}
。将 S中的向量的所有线性组合构成的集合称为由 S张成的子空间，记

为 span(S)，即，

span(S) ≡
{
α1x

(1) + · · ·+ αmx(m) | α1, . . . ,αm为标量
}
.

在 Rn 中，当 S =
{
x(1)

}
时，span(S)为沿着 x(1) 的方向并且经过原点的一条直线，如

图 C.1所示；当 S =
{
x(1),x(2)

}
且 x(1)与 x(2)不共线时，span(S)为经过原点、x(1)和

x(2)的平面，如图 C.2所示。3

图 C.1: 由 x(1)张成的子空间 图 C.2: 由 x(1) 和 x(2) 张成的子空间

给定 Rn中的两个子空间 X 和 Y，X 与 Y 的直和，记为 X ⊕ Y，定义为：

{x+ y ∈ Rn | x ∈ X , y ∈ Y} .

给定向量空间 X 中的一组向量 x(1), . . . ,x(m)，若满足
m∑

i=1

αix
(i) = 0 ⇒ α = (α1, . . . ,αm)′ = 0,

则称x(1), . . . ,x(m)线性独立。对于前文定义的 S，若存在一组向量 S∗ =
{
x(1), . . . ,x(d)

}
，

d ! m，使得 span(S∗) = span(S)且x(1), . . . ,x(d)线性独立，则称x(1), . . . ,x(d)为 span(S)

的一组基，称 d为 span(S)的维度。

与子空间密切相关的概念是仿射集，它本质上是子空间的平移。具体地，令 V 为 X
的子空间，由 V 生成的仿射集 A定义为：

A =
{
x ∈ X | x = v + x(0), v ∈ V

}
,

其中，x(0) 是给定的 X 中的点。直线是仿射集的一个例子，经过点 x0 且与 u平行的直

线可以表示为：

L = {x ∈ X | x = x0 + λu, λ ∈ R} .

2事实上，向量空间中的“向量”不仅仅局限于我们这里定义的向量。在现代数学中，任何满足对加法和数乘
运算封闭且满足 Horn et al. (2013)第 1页列出的其他公理的数学对象都可以被当作是向量处理。例如，n×n
维实对称阵构成的集合是一个向量空间。

3感谢 Calafiore et al. (2014)的作者和剑桥出版社提供的图片。
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C.2 向量范数和内积

C.2 向量范数和内积

向量范数是欧氏空间中长度概念的推广，本质上向量范数是一个非负的实值函数，其

定义如下：

定义 C.1.向量范数

♣

若从向量空间 X 到实数域 R的一个非负映射 ∥ · ∥满足如下条件：
1. 正定性：对所有的 x ∈ X，有 ∥x∥ " 0；并且，∥x∥ = 0当且仅当 x = 0；

2. 齐次性：对所有的 x ∈ X 和 α ∈ R，有 ∥αx∥ = |α| · ∥x∥；
3. 三角不等式：对所有的 x, y ∈ X，有 ∥x+ y∥ ! ∥x∥+ ∥y∥,

则称这个映射为向量范数。

最常用的向量范数为 X = Rn上的 ℓp范数，其定义如下：

∥x∥p ≡
(

n∑

k=1

|xk|p
)1/p

, 1 ! p < ∞.

当 p = 2时，向量的 ℓ2范数是它的欧氏长度：

∥x∥2 =

√√√√
n∑

k=1

x2k;

当 p = 1时，向量的 ℓ1范数是它的各个元素的绝对值之和：

∥x∥1 =
n∑

k=1

|xk|;

当 p → ∞时，向量的 ℓ∞范数是它的绝对值最大的元素：

∥x∥∞ = max
k=1,...,n

|xk|.

除了求和，两个向量之间的另一个基本运算是向量的内积（inner product）：

定义 C.2.向量内积

♣

向量空间 X 上的内积是一个实值函数，它将任意一对 X 中的元素 x和 y 映射为

一个标量，记为 ⟨x,y⟩。内积满足如下公理：对任意的 x, y, z ∈ X 和标量 α，

1. 非负性：⟨x,x⟩ " 0；

2. 非退化性：⟨x,x⟩ = 0当且仅当 x = 0；

3. 线性：⟨αx,y⟩ = α⟨x,y⟩，⟨x+ y, z⟩ = ⟨x, z⟩+ ⟨y, z⟩；
4. 对称性：⟨x,y⟩ = ⟨y,x⟩.

称定义了内积的向量空间为内积空间。

Rn上的标准内积定义为：

⟨x,y⟩ = x′y =
n∑

k=1

xkyk.

注意到，在一个内积空间中，
√
⟨x,x⟩满足范数的定义，通常将其记为 ∥x∥。在定义了标
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C.3 正交与正交补

准内积的内积空间 Rn中，我们有：

∥x∥ =
√
⟨x,x⟩ = ∥x∥2.

令 x, y ∈ Rn为两个非 0向量，它们之间夹角 θ的余弦为：4

cos θ =
x′y

∥x∥2∥y∥2
.

当 x′y = 0时，cos θ = 0，此时称这两个向量正交。因为 | cos θ| ! 1，我们有：

定理 C.1.柯西-施瓦茨不等式

♥

对任意的 x, y ∈ Rn，

|x′y| ! ∥x∥2∥y∥2.

一般地，令 x, y ∈ X，

|⟨x,y⟩| ! ∥x∥∥y∥.

上面两个式子都在 x与 y共线时取等号。

对于 n维随机向量 x和 y，若将它们的内积定义为：

⟨x,y⟩ = E(|x′y|),

则有概率论版本的柯西-施瓦茨不等式：

E(|x′y|) !
(
E∥x∥2

)1/2 (E∥y∥2
)1/2

. (C.1)

C.3 正交与正交补

前文提到的正交概念可以推广到一般的内积空间：如果内积空间 X 中的两个向量 x

和 y满足 ⟨x,y⟩ = 0，则称 x与 y正交，记为 x ⊥ y。考虑 d个非零向量 x(1), . . . ,x(d)，

如果对任意的 1 ! i ̸= j ! d，有 x(i) ⊥ x(j)，则称 x(1), . . . ,x(d) 是相互正交的。可以证

明（见 Calafiore et al. (2014)的命题 2.1）：相互正交的向量是线性独立的。
令 S 是由一组向量构成的集合，即，S =

{
x(1), . . . ,x(d)

}
，若这组向量满足：对任

意的 1 ! i, j ! d，

〈
x(i),x(j)

〉
=

⎧
⎪⎨

⎪⎩

0 如果 i ̸= j,

1 如果 i = j,

则称 S 为标准正交向量组。

令 S ⊆ X，若向量 x ∈ X 满足：对任意的 s ∈ S，x ⊥ s，则称 x与 S 正交。X 中
所有与 S 正交的向量构成的集合称为 S 的正交补，记为 S⊥。容易验证 S ∩ S⊥ = 0。如

果对任意的 x ∈ X，存在唯一的方式将 x表示为 x = a + b，其中，a ∈ A，b ∈ B，A
和 B为两个子空间，则称 X 为 A和 B的直和，记为 X = A⊕ B。子空间和其正交补具
有如下性质（证明见 Calafiore et al. (2014)的定理 2.1）：

4在直角坐标系下的证明过程请见 Calafiore et al. (2014)的第 32页。
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C.4 矩阵

定理 C.2.正交分解定理

♥

若 S 是内积空间 X 的一个子空间，则有：

X = S ⊕ S⊥.

C.4 矩阵

矩阵是由数字构成的矩形阵列，例如，一个包含m行和 n列的矩阵可以表示为：

A =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

... . . . ...
am1 am2 · · · amn

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

若A中的元素都为实数，则记为A ∈ Rm×n。矩阵A的第 i行和第 j列位置上的元素记

为 [A]ij，并将其称为 A的第 (i, j)位置上的元素。在上述例子中，[A]ij = aij。矩阵 A

的转置A′定义为：

[A′]ij ≡ [A]ji,

即，矩阵A的转置是将其行和列进行调换得到的矩阵。若A ∈ Rm×n，则A′ ∈ Rn×m。

两个m× n维矩阵A与B的和定义为m× n维矩阵，其第 (i, j)位置上的元素是：

[A+B]ij = [A]ij + [B]ij .

矩阵A与标量 α的数乘定义为m× n维矩阵，其第 (i, j)位置上的元素是：

[αA]ij = α · [A]ij .

有了加法和数乘的定义，可以将 Rm×n视为向量空间。

令 A ∈ Rm×n，B ∈ Rn×q，矩阵 A和 B 的乘积 AB 为 m × q 维矩阵，其第 (i, j)

位置上的元素是：

[AB]ij =
n∑

k=1

[A]ik · [B]kj .

一般情况下，矩阵乘积不满足交换律，即，AB ̸= BA。此外，两个矩阵乘积的转置满

足：

(AB)′ = B′A′.

令 A ∈ Rm×n，当 m = n时，矩阵 A称为 n阶方阵。最常用的 n阶方阵为 n阶单

位阵，记为 In，其主对角线上的元素都为 1，其余位置上的元素都为 0。单位阵在矩阵运
算中扮演着 1在实数运算中的角色。例如，AIn = A。

将 A ∈ Rm×n 视为由 n个列向量组成或由 m个行向量组成有助于理解特定的矩阵

运算。具体地，若将A理解为由 n个列向量组成，则A可以表示为：

A =
[
a1 a2 · · · an

]
,
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C.4 矩阵

其中，a1, . . . ,an ∈ Rm；若将A理解为由m个行向量组成，则A可以表示为：

A =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎣

α′
1

α′
2

...
α′

m

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

其中，α1, . . . ,αm ∈ Rn，α′
i表示A的第 i行，1 ! i ! m。利用上述两种表示矩阵的方

式，我们可以通过以下三种不同的方式理解矩阵乘积：

将AB看作A与B的各列相乘：

AB = A
[
b1 . . . bq

]
=
[
Ab1 . . . Abq

]
.

将AB看作A的各行与B相乘：

AB =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎣

α′
1

α′
2

...
α′

m

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎦
B =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎣

α′
1B

α′
2B
...

α′
mB

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

将AB看作秩为 1的矩阵之和：

AB =
[
a1 a2 · · · an

]

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎣

β′
1

β′
2
...
β′
n

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

n∑

i=1

aiβ
′
i,

其中，β′
i是B的第 i行。

此外，矩阵A ∈ Rm×n与向量 b ∈ Rn的乘积可以表示为：

Ab =
[
a1 a2 · · · an

] [
b1 b2 · · · bn

]′
=

n∑

k=1

akbk.

上式表明，Ab是A的列向量的线性组合，b中的元素是此线性组合中A的各列的系数。

同理，矩阵A ∈ Rm×n左乘 c ∈ Rm的转置可以表示为：

c′A =
m∑

j=1

cjα
′
j .

上式表明，c′A是A的行向量的线性组合，c中的元素是此线性组合中A的各行的系数。

对于 n 阶方阵 A，A 的迹，记为 trA，定义为 A 的主对角线上的元素之和。令

A ∈ Rm×n，B ∈ Rn×m，迹的运算满足：

trAB = trBA. (C.2)

更一般地，令A ∈ Rm×n，B ∈ Rn×q，C ∈ Rq×m，迹的运算满足：

trABC = trBCA = trCAB. (C.3)

此外，迹还满足如下性质：

tr(cA) = c tr(A),

tr(A′) = tr(A),
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C.5 具有特殊结构的矩阵

tr(A+B) = tr(A) + tr(B). (C.4)

矩阵A ∈ Rm×n的值域（range）定义为：

R(A) = {Ax | x ∈ Rn} .

根据此定义，矩阵的值域是其列向量张成的子空间。称值域R(A)的维度为A的秩，记

为 rank(A)。由子空间维度的定义，矩阵A的秩等于其线性独立的列的个数。可以证明

（见 Abadir et al. (2005)的 Exercise 4.5），矩阵 A的秩也等于其线性独立的行的个数，即，

rank(A) = rank(A′)。于是，0 ! rank(A) ! min(m,n)。若 rank(A) = n，称A为列满

秩；若 rank(A) = m，称A为行满秩。矩阵A的零空间（null space）定义为：

N (A) = {x ∈ Rn | Ax = 0} .

线性代数基本定理建立了矩阵的零空间和其转置的值域之间的联系：（证明过程请参

考 Calafiore et al. (2014)的第 63页）

定理 C.3.线性代数基本定理

♥

对任意给定的矩阵A ∈ Rm×n，N (A)⊥ = R(A′)，R(A)⊥ = N (A′)，因此，

N (A)⊕R(A′) = Rn,

R(A)⊕N (A′) = Rm,

并且，

dimN (A) + rank(A) = n,

dimN (A′) + rank(A) = m,

其中，dimS 表示子空间 S 的维度。

C.5 具有特殊结构的矩阵

对称矩阵

令A是 n阶方阵，若满足 [A]ij = [A]ji，1 ! i, j ! n，则称A为 n阶对称矩阵。显

然，对称矩阵A满足A = A′。

对角矩阵

令A是 n阶方阵，若满足 [A]ij = 0，1 ! i ̸= j ! n，则称A为 n阶对角矩阵。若

A的主对角线上的元素构成的向量为 a = (a11, . . . , ann)′，则A常表示为 diag (a)。

三角矩阵

若 n阶方阵的主对角线以上元素都为 0，则称此类方阵为下三角矩阵；若 n阶方阵

的主对角线以下元素都为 0，则称此类方阵为上三角矩阵。
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C.6 矩阵范数

正交矩阵

令 U =
[
u1 . . . un

]
是 n 阶方阵，若 u1, . . . ,un 构成 Rn 的一组标准正交基，

即，

u′
iuj =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

1 如果 i = j,

0 如果 i ̸= j,

则称 U 为正交矩阵。显然，正交矩阵 U 满足 U ′U = UU ′ = In。

向量左乘正交矩阵可以保持范数不变，事实上，对任意的 x ∈ Rn，

∥Ux∥22 = (Ux)′(Ux) = x′U ′Ux = x′x = ∥x∥22.

此外，左乘正交矩阵还可以保持两个向量之间的夹角不变。令 x, y ∈ Rn，

(Ux)′(Uy) = x′U ′Uy = x′y.

于是，Ux和 Uy之间的夹角 θ∗的余弦为：

cos θ∗ =
Ux′Uy

∥Ux∥2∥Uy∥2
= cos θ.

幂等矩阵

如果 n阶方阵A满足A2 = A，则称A为幂等矩阵。例如，本书正文第二章提到的

投影矩阵 PX = X (X′X)−1X′是幂等矩阵。同时，PX也是对称矩阵。但是，并非所有

的幂等矩阵都是对称矩阵，例如：考虑

A =

⎛

⎝ 1 0

1 0

⎞

⎠ ,

容易验证A是非对称的幂等矩阵。

并矢矩阵（向量的直积）

若 Rm×n中的矩阵A可以表示为A = uv′，其中，u ∈ Rm，v ∈ Rn，则称A为并

矢矩阵或向量的直积。注意到 [A]ij = uivj，因此，并矢矩阵的每一行是其他行的缩放，

缩放比例由 u确定；它的每一列是其他列的缩放，缩放比例由 v确定。事实上（以行为

例），A的第 i和第 j 行分别为 ui · (v1, . . . , vn)和 uj · (v1, . . . , vn)，于是，A的第 j 行可

以表示为它的第 i行乘以 uj/ui。

此外，并矢矩阵A的值域为一条直线，这是因为：对于任意输入向量 x ∈ Rn，

Ax = (uv′)x = (v′x)u.

从上式可以看出，A的值域是由u张成的直线。因为直线的维度是 1，所以 rank(A) = 1。

C.6 矩阵范数

与向量范数类似，矩阵范数的定义如下：
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定义 C.3.（广义）矩阵范数

♣

若从 Rm×n到实数域 R的一个非负映射 ∥ · ∥满足如下条件：
1. 正定性：对所有的A ∈ Rm×n，有 ∥A∥ " 0；并且，∥A∥ = 0当且仅当A = 0；

2. 齐次性：对所有的A ∈ Rm×n和 α ∈ R，有 ∥αA∥ = |α| · ∥A∥；
3. 三角不等式：对所有的A, B ∈ Rm×n，有 ∥A+B∥ ! ∥A∥+ ∥B∥，

则称这个映射为广义矩阵范数。

若m = n，并且广义矩阵范数 ∥ · ∥还满足如下性质：
4. 次可乘性：∥AB∥ ! ∥A∥ · ∥B∥，

则称 ∥ · ∥为矩阵范数。

向量的 ℓp范数可以容易地推广到矩阵的 ℓp范数，常用的是 p = 1, 2的情形：

矩阵A ∈ Rm×n的 ℓ1范数定义为：

∥A∥1 =
m∑

i=1

n∑

j=1

|aij | ,

即，∥A∥1为A中所有元素的绝对值之和。

矩阵A ∈ Rm×n的 ℓ2范数称为 Frobenius范数，其定义为：

∥A∥F =
√
tr (AA′) =

√∑

i,j

a2ij , (C.5)

即，∥A∥F 为A中所有元素的平方和开根号。显然，矩阵的 Frobenius范数是向量 ℓ2

范数的一个自然推广。本书提到矩阵范数时如无特殊说明都是指矩阵的 Frobenius
范数，并简单地记为 ∥A∥。

矩阵的 Frobenius范数具有正交不变性，即，对任意的正交矩阵U ∈ Rm×m和V ∈ Rn×n，

∥UAV ∥2F = tr(UAV V ′A′U ′) = tr(AA′) = ∥A∥2F .

令A的行为 α′
1, . . . ,α

′
m，则有：

∥A∥2F =
m∑

i=1

∥α′
i∥22.

因此，对任意的 x ∈ Rn，有：

∥Ax∥22 =
m∑

i=1

|α′
ix|2 !

m∑

i=1

∥α′
i∥22∥x∥22 = ∥A∥2F ∥x∥22,

其中，不等号成立用到了柯西-施瓦茨不等式。上式意味着：

∥Ax∥2 ! ∥A∥F ∥x∥2. (C.6)

式 (C.6)称为 Frobenius范数与向量范数是相容的，利用这一结果可以验证矩阵的 Frobe-
nius范数满足次可乘性：令B ∈ Rn×q，并将B记为

[
b1 . . . bq

]
，则有：

∥AB∥2F =
q∑

j=1

∥Abj∥22 !
q∑

j=1

∥A∥2F ∥bj∥22 = ∥A∥2F ∥B∥2F .

除了上述矩阵的 ℓp范数之外，还可以定义矩阵的算子范数，算子范数是由向量范数

诱导出的矩阵范数。
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定义 C.4.算子范数

♣

设 ∥ · ∥δ 和 ∥ · ∥γ 分别是向量空间 Rn 和 Rm 上的向量范数。由下式定义的非负实

值函数 ∥ · ∥γδ : Rm×n → R：

∥A∥γδ = max
u̸=0

∥Au∥γ
∥u∥δ

= max
∥u∥δ=1

∥Au∥γ

称为由向量范数 ∥ · ∥δ 和 ∥ · ∥γ 诱导的广义矩阵范数，也称为算子范数。若 ∥ · ∥δ 和
∥ · ∥γ 都取为相应向量空间上的 ℓp范数，则称算子范数为矩阵的 p范数。

根据算子范数的定义，它满足如下性质：

∥Au∥γ ! ∥A∥γδ∥u∥δ,

此性质称为 ∥ · ∥γδ 与 ∥ · ∥δ 和 ∥ · ∥γ 是相容的。
常用的矩阵 p范数有：

1范数：由向量的 ℓ1范数诱导的算子范数：

∥A∥1 = max
∥u∥1=1

∥Au∥1.

2范数：由向量的 ℓ2范数诱导的算子范数：

∥A∥2 = max
∥u∥2=1

∥Au∥2.

∞范数：由向量的 ℓ∞范数诱导的算子范数：

∥A∥∞ = max
∥u∥∞=1

∥Au∥∞.

可以证明：（见陈公宁 (2007)的定理 4）

∥A∥1 = max
j=1,...,n

m∑

i=1

|aij | , ∥A∥∞ = max
i=1,...,m

n∑

j=1

|aij | ,

∥A∥2 =
√
λmax (A

′A),

其中，λmax(·) 表示矩阵的最大特征值5，注意到矩阵 A′A 的特征值是 A 的奇异值的平

方6，因此，矩阵的 2范数是该矩阵的最大奇异值。矩阵的 2范数也称为矩阵的谱（spectral）
范数。

与矩阵的 Frobenius范数密切相关的概念是矩阵的 Frobenius内积：令A, B ∈ Rm×n，

A与B的 Frobenius内积定义为：

⟨A,B⟩ ≡ tr
(
AB′) =

m∑

i=1

n∑

j=1

aijbij . (C.7)

当A = B 时，⟨A,B⟩为A的 Frobenius范数的平方。矩阵的内积也有对应的柯西-施瓦
茨不等式：令A, B ∈ Rm×n

|⟨A,B⟩| ! ∥A∥F ∥B∥F ,

当且仅当A和B线性相关时，上式可以取到等号。

5见下一小节中关于特征值的定义。

6见 C.13中关于奇异值的定义。
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C.7 行列式、特征值和特征向量

任意矩阵 A ∈ Rm×n 都可以看作是从 Rn 到 Rm 的线性映射，这是因为对任意的

x ∈ Rn，x 2−→ A 2−→ Ax ∈ Rm；并且，

A(αx+ βy) = αAx+ βAy,

其中，α, β 是标量，y ∈ Rn，即，A(x) ≡ Ax是线性映射。若A为 n阶方阵，则它可

以看作是 Rn到其自身的线性映射。

为了介绍特征值等概念及其几何意义，本节先考虑 Rn 中过原点的直线经过 n阶方

阵A映射之后的效果。具体地，令 u是 Rn中的非零向量，过原点和 u的直线记为：

Lu = {x = αu | α ∈ R} .

对直线 Lu上的任意一点 x，经过A映射之后得到：

y = Ax = αAu.

关于 y的长度，我们有如下结论：

∥y∥2 = ∥Ax∥2 = |α|∥Au∥2 =
∥Au∥2
∥u∥2

|α|∥u∥2 = γu∥x∥2,

其中，γu = ∥Au∥2/∥u∥2。类似地，y与 x之间夹角 θu的余弦为：

cos θu =
y′x

∥x∥2∥y∥2
=

x′A′x

∥x∥2∥y∥2
=

u′A′u

γu∥u∥22
.

注意到 γu 和 cos θu 都只与 u和 A有关，而与 x在直线上的具体位置无关。因此，Ax

的作用是先将 x旋转固定的角度 θu，再将旋转后的向量的长度缩放固定比例 γu。此外，

容易验证：在 u上乘以任意非零的常数都不会改变 γu 和 cos θu 的取值，因此可以将 u

标准化为单位长度的向量。

矩阵的行列式

首先考虑 2阶方阵：

A =

⎡

⎣ a11 a12

a21 a22

⎤

⎦ ,

其行列式定义为：

detA ≡ a11a22 − a12a21.

为了说明上述定义的几何意义，取R2中的单位正方形，其四个顶点分别为：x(1) = (0, 0)′、

x(2) = (1, 0)′、x(3) = (0, 1)′和 x(4) = (1, 1)′。将这四个向量经过A进行映射之后得到：

y(1) = Ax(1) = (0, 0)′; y(2) = Ax(2) = (a11, a21)
′;

y(3) = Ax(3) = (a12, a22)
′; y(4) = Ax(4) = (a11 + a12, a21 + a22)

′.

容易验证经过旋转和缩放之后的向量围成的平行四边形面积为 | detA|，如图 C.3 所示。
因此，2阶方阵的行列式的绝对值等于 R2中的单位正方形经过该方阵映射之后得到的平

行四边形的面积。
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图 C.3: 行列式的几何意义（图片来源：Calafiore et al. (2014)中图 3.7）

对于一般的 n阶方阵A，其行列式可以采用如下的递归方式定义：

detA =
n∑

j=1

(−1)i+jaij detA(i,j), (C.8)

其中，i 是 A 的任意一行的行标；A(i,j) 是从 A 中删除第 i 行和第 j 列之后得到的

(n− 1)× (n− 1)维子矩阵。可以证明，n阶方阵 A的行列式的绝对值等于 n维欧氏空

间的超立方体（hypercube）经过A映射之后得到的超平行体（parallelotope）的体积。
若方阵 A的行列式等于 0，则称 A为奇异（singular）阵。对于 2阶方阵这意味着

a11a22 = a12a21，即，a11/a21 = a12/a22（假设 2阶方阵的第二行不为 0）。因此，若 2

阶方阵的一行（列）是另一行（列）的倍数时，其行列式为 0。换言之，若 2阶方阵的行

（列）线性相关时，其行列式为 0。对于一般的 n阶方阵A，我们有如下结论：

A是奇异阵 ⇔ detA = 0 ⇔ N (A) ̸= {0}.

注意 N (A) ̸= {0}意味着存在非零向量 x使得 Ax = 0，因此，A的列线性相关。从几

何的角度看，这意味着在输入空间中存在一个方向，所有沿着此方向的输入向量都被 A

映射成 0。

对任意的 n阶方阵A和B，矩阵的行列式满足：

detA = detA′;

detAB = detBA = detA detB;

detαA = αn detA.

第二个结论的证明可以参考 Abadir et al. (2005)的 Exercise 4.42。
容易验证：若矩阵A是对角阵或三角阵，A的行列式为其主对角线上元素的乘积。

特征值和特征向量

令 A是 Cn 到其自身的线性映射，其中，Cn 是 n维复向量构成的向量空间。如果

λ ∈ C和 u ∈ Cn满足：

Au = λu, u ̸= 0, (C.9)
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或，等价地，

(λIn −A)u = 0, u ̸= 0, (C.10)

则称 λ为矩阵A ∈ Rn×n的特征值，u为特征值 λ对应的特征向量。

由式 (C.9)，特征向量经过 A映射之后不进行旋转，只进行缩放，经过 A映射的效

果此时和标量 λ数乘的效果完全相同。简言之，特征向量的方向是在A映射下保持角度

不变的方向。此外，由式 (C.10)，λIn −A为奇异阵，u ∈ N (λIn −A)。因此，特征值

是如下方程的根：

det(λIn −A) = 0.

因为一个矩阵和其转置具有相同的行列式，所以 A 和 A′ 有相同的特征值。称 p(λ) ≡
det(λIn −A)为A的特征多项式，它是关于 λ的 n次多项式。因此，我们有：

定理 C.4.代数基本定理

♥

任意方阵 A ∈ Rn×n 都有 n个（代数重数为 p的特征值按 p个特征值处理）特征

值 λi，i = 1, . . . , n。

在定义中出现的代数重数定义为：若特征值 λ是特征多项式的 p重根，则称 λ的代

数重数为 p。令 n阶方阵A的不同特征值（不计算代数重数）为 λi，i = 1, . . . , k，λi对

应的代数重数为 µi，则有
∑k

i=1 µi = n。

对每一 λi，1 ! i ! k，与其对应的特征空间定义为 φi ≡ N (λiIn −A)。λi 的特征

空间是由与其对应的特征向量和 0向量构成的子空间。对于特征空间，有如下重要的结

论：（证明过程请参考 Calafiore et al. (2014)的定理 3.3）

定理 C.5.特征向量的线性独立性

♥

令 λi，i = 1, . . . , k，是 n阶方阵 A的不同特征值，φi ≡ N (λiIn −A)。再令 u(i)

是任意使得 u(i) ∈ φi的非零向量，i = 1, . . . , k，则有 u(i)彼此线性独立。

容易验证：若矩阵A是对角阵或三角阵，A的特征值为其主对角线上元素。

C.8 矩阵的逆

若 n阶方阵A非奇异，则其逆矩阵A−1定义为唯一满足如下条件的 n阶方阵：

AA−1 = A−1A = In.

令A，B为同阶非奇异方阵，则有：

(AB)−1 = B−1A−1;

(A′)−1 = (A−1)′;

detA = detA′ =
1

detA−1 .

矩阵求逆的一般公式为：（证明过程请参考 Abadir et al. (2005)的 Exercise 4.46）

A−1 = det(A)−1 adj(A), (C.11)
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其中，adj(A)为A的伴随矩阵，其定义为：

adj(A) = C ′,

其中，

[C]ij = (−1)i+j detA(i,j).

对于对角阵 A = diag (a)，a = (a11, . . . , ann)′，因为 detA = a11a22 · · · ann，所
以 A 非奇异当且仅当 aii ̸= 0，i = 1, . . . , n。容易验证：若 A 非奇异，则有：A−1 =

diag (1/a11, . . . , 1/ann)。

C.9 分块矩阵及其逆矩阵公式

分块矩阵是把矩阵分别按照行和列分割成一些小的子矩阵，分割出来的每个小矩阵

看成分块矩阵的一个元素。例如，将矩阵A ∈ Rm×n分成四块：

A =

⎡

⎢⎣
A11

(m1×n1)
A12

(m1×n2)

A21
(m2×n1)

A22
(m2×n2)

⎤

⎥⎦ , m1 +m2 = m, n1 + n2 = n. (C.12)

前文定义的矩阵运算对分块矩阵同样适用。例如，考虑m× n维矩阵A和 n× q维矩阵

B 相乘，若将 A分块为 [A1,A2]，其中，Ai 是m× ni 维矩阵，i = 1, 2，n1 + n2 = n；

将B分块为

⎡

⎣ B1

B2

⎤

⎦，其中，Bi是 ni × q维矩阵，i = 1, 2，则有：

AB =
[
A1 A2

]
⎡

⎣ B1

B2

⎤

⎦ = A1B1 +A2B2.

若A是方阵，且在 (C.12)的分块中，A11和A22是方阵，A12 = 0，A21 = 0，则称

A =

⎡

⎣ A11 0

0 A22

⎤

⎦

为分块对角阵。分块对角阵A有如下重要性质：

令 λ(A)为A的特征值构成的集合，则有：

λ(A) = λ(A11) ∪ λ(A22);

A可逆当且仅当其主对角线上的分块可逆，并且：
⎡

⎣ A11 0

0 A22

⎤

⎦
−1

=

⎡

⎣ A−1
11 0

0 A−1
22

⎤

⎦ ;

detA = detA11 detA22；

trA = trA11 + trA22。

若A是方阵，且在 (C.12)的分块中，A11和A22是方阵，A12 = 0，则称

A =

⎡

⎣ A11 0

A21 A22

⎤

⎦
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为分块下三角阵。类似地，称

A =

⎡

⎣ A11 A12

0 A22

⎤

⎦

为分块上三角阵。分块三角阵A有如下重要性质：

λ(A) = λ(A11) ∪ λ(A22)；

detA = detA11 detA22；

trA = trA11 + trA22；

A可逆当且仅当其主对角线上的分块可逆，并且：
⎡

⎣ A11 0

A21 A22

⎤

⎦
−1

=

⎡

⎣ A−1
11 0

−A−1
22 A21A

−1
11 A−1

22

⎤

⎦ ,

⎡

⎣ A11 A12

0 A22

⎤

⎦
−1

=

⎡

⎣ A−1
11 −A−1

11 A12A
−1
22

0 A−1
22

⎤

⎦ .

本节最后讨论一般的分块矩阵的逆和行列式的计算。令A为 n阶方阵，将其按照如

下方式分块：

A =

⎡

⎣ A11 A12

A21 A22

⎤

⎦ ,

其中，A11 和 A22 是方阵。关于 A的逆，有如下结论：（证明过程请参考李高荣，吴密

霞 (2021)的定理 1.2.13）

定理 C.6.分块矩阵求逆公式

♥

设A为可逆矩阵，若A11非奇异，则

A−1 =

⎡

⎣ A−1
11 +A−1

11 A12F 2A21A
−1
11 −A−1

11 A12F 2

−F 2A21A
−1
11 F 2

⎤

⎦ ; (C.13)

若A22非奇异，则

A−1 =

⎡

⎣ F 1 −F 1A12A
−1
22

−A−1
22 A21F 1 A−1

22 +A−1
22 A21F 1A12A

−1
22

⎤

⎦ ,

其中，

F 1 = (A11 −A12A
−1
22 A21)

−1, F 2 = (A22 −A21A
−1
11 A12)

−1.

关于A的行列式，有如下结论：（证明过程请参考李高荣，吴密霞 (2021)的式 (1.9)）

定理 C.7.分块矩阵的行列式

♥

设A为可逆矩阵，若A11非奇异，则

detA = detA11 detF
−1
2 ;

若A22非奇异，则

detA = detA22 detF
−1
1 .
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C.10 相似矩阵

令A和B为 n阶方阵，如果存在 n阶非奇异阵 P 使得

B = P−1AP ,

则称 A和 B 是相似矩阵。相似矩阵涉及到同一线性映射的不同表示，之所以不同是因

为输入空间的基发生了变化。具体地，考虑线性映射

y = Ax, x ∈ Rn.

注意到，P 非奇异，它的列是线性独立的，构成了向量空间 Rn 的一组基。在这组新基

下，存在向量 x̃和 ỹ使得：

x = P x̃, y = P ỹ.

于是，

P ỹ = APx̃.

两端同时左乘 P−1得到：

ỹ = P−1APx̃ = Bx̃.

因此，B将 x在新基下的表示 x̃映射为 y在新基下的表示 ỹ，本质上和 y = Ax是同一

个线性映射。

对于任意的 n阶方阵，都存在分块三角阵与其相似：（证明过程请参考 Calafiore et al.
(2014)的推论 3.1）

定理 C.8.方阵与分块三角阵的相似性

♥

任意的 n 阶方阵 A 都相似于主对角线上包含分块 λiIvi 的分块三角阵，其中，λi
是A的特征值；vi是 λi对应的特征空间 φi的维度，称为 λi的几何重数。

注意到：

det(λIn −B) = det(λIn − P−1AP ) = det(P−1(λIn −A)P )

= detP−1 det(λIn −A) detP

= det(λIn −A).

这表明相似矩阵具有相同的特征值。又因为分块三角阵的特征值由其主对角线上的分块

矩阵的特征值构成，则根据定理 C.8：vi ! µi，即，特征值的几何重数不大于它的代数重

数。而且，进一步，我们有如下重要结论：（证明过程请参考 Calafiore et al. (2014)的定理
3.4）

定理 C.9.可对角化矩阵
令 n 阶方阵 A 的不同特征值为 λi，i = 1, . . . , k，µi 是 λi 的代数重数，φi 是 λi

对应的特征空间，vi是 λi的几何重数。再令 u(i)
1 , . . . ,u(i)

vi 为 φi的一组基向量，由

这一组基向量作为列构成的矩阵记为 U (i)，则有：vi ! µi，并且，如果 vi = µi，
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♥

i = 1, . . . , k，则：

U =
[
U (1) · · · U (k)

]

可逆，并且，

A = UΛU−1,

其中，

Λ =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎣

λ1Iµ1 0 · · · 0

0 λ2Iµ2 · · · 0
...

... . . . ...
0 · · · 0 λkIµk

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

这一定理表明：在定理条件成立的情况下，A与对角阵 Λ相似，此时称矩阵 A可

对角化。

C.11 对称矩阵的性质

对称矩阵是计量经济学中经常出现的矩阵类型，在 C.5中，我们已经给出了对称矩
阵的定义，这里我们讨论对称矩阵的一些重要性质。在下文中，将A为 n阶对称方阵记

为A ∈ Sn。
关于对称矩阵的特征值，有如下重要结论：（证明过程请参考 Calafiore et al. (2014)的

定理 4.1）

定理 C.10.对称矩阵的特征分解

♥

令A ∈ Sn，λi，i = 1, . . . , k，是A的不同特征值，对任意的 i = 1, . . . , k，有：

λi ∈ R；
φi ⊥ φj，i ̸= j；

vi = µi。

合并定理 C.9和定理 C.10的结论可以得到对称矩阵的谱分解定理：

定理 C.11.谱分解定理

♥

令 A ∈ Sn，λi，i = 1, . . . , n，是 A的特征值（代数重数计算在内），则存在一组

标准正交向量 ui ∈ Rn，i = 1, . . . , n，使得Aui = λiui。也可以等价地表述为，存

在正交矩阵 U = [u1, . . . ,un]使得：

A = UΛU ′ =
n∑

i=1

λiuiu
′
i, Λ = diag (λ1, . . . ,λn) . (C.14)

将A ∈ Sn的 n个实特征值按从大到小顺序排列：

λmax(A) = λ1(A) " λ2(A) " · · · " λn(A) = λmin(A).
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关于特征值的最大值λmax(A)和最小值λmin(A)，有如下结论：（证明过程请参考Calafiore
et al. (2014)的定理 4.3）

定理 C.12. Rayleigh商

♥

给定A ∈ Sn，A的最大特征值和最小特征值满足：

λmin(A) ! x′Ax

x′x
! λmax(A), ∀ x ̸= 0,

此外，

λmax(A) = max
x:∥x∥2=1

x′Ax;

λmin(A) = min
x:∥x∥2=1

x′Ax,

并且，最大值在 x = u1时取到，最小值在 x = un时取到，其中 u1和 un分别是

A的最大特征值和最小特征值对应的单位特征向量。

Rayleigh商可以帮助我们进一步理解矩阵的 2范数。根据定义 C.4，矩阵A ∈ Rm×n

的 2范数为：

∥A∥2 = max
u ̸=0

∥Au∥2
∥u∥2

.

因为 A ∈ Rm×n 可以看作是线性映射（算子），输入向量 u ∈ Rn 被映射到空间 Rm 中

的输出向量 Au。∥Au∥2/∥u∥2 衡量了输出向量与输入向量长度的比例，矩阵 A的增益

（gain），或称算子范数，定义为此比例的最大值。注意到：
∥Au∥22
∥u∥22

=
u′A′Au

u′u
.

由定理 C.12，

∥A∥2 =
√
λmax (A

′A).

C.12 正定和半正定矩阵

令A ∈ Sn，如果满足：

x′Ax " 0, ∀ x ∈ Rn,

则称A是半正定的，记为A ≽ 0；若进一步满足：

x′Ax > 0, ∀ x ∈ Rn,x ̸= 0,

则称A是正定的，记为A ≻ 0。如果 −A ≽ 0，则称A是半负定的，记为A ≼ 0；如果

−A ≻ 0，则称A是负定的，记为A ≺ 0。

（半）正定矩阵具有如下常用性质：

若半正定矩阵A可逆，则A是正定的；反之，若A是正定的，则A可逆；

A是正定矩阵当且仅当A的特征值都大于 0；
A是半正定矩阵当且仅当A的特征值都非负；
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令A, B ∈ Sn，B ≽ 0，则：

λi(A+B) " λi(A), i = 1, . . . , n;

令A ∈ Sn, B ∈ Rn×m，考虑 C = B′AB ∈ Sm，我们有：
1. 若A ≽ 0，则 C ≽ 0；

2. 若A ≻ 0，则 C ≻ 0当且仅当B列满秩；

3. 若B可逆7，则A ≻ 0当且仅当 C ≻ 0；A ≽ 0当且仅当 C ≽ 0；

（证明见 Calafiore et al. (2014)的定理 4.5）
对任意的A ∈ Rm×n，我们有：

1. A′A ≽ 0，AA′ ≽ 0；

2. A′A ≻ 0当且仅当A列满秩；

3. AA′ ≻ 0当且仅当A行满秩。

对于（半）正定矩阵，可以定义矩阵的平方根。具体地，令A ∈ Sn，由谱分解定理，

A = UΛU ′, Λ = diag (λ1, . . . ,λn) .

若 A 正定或半正定，则其特征值非负。定义 Λ1/2 = diag
(√
λ1, . . . ,

√
λn
)
和 B =

UΛ1/2U ′，则有：

B2 = UΛ1/2U ′UΛ1/2U ′ = UΛU ′ = A.

因此，B 称为A的平方根，记为B = A1/2。类似地，对任意的正定阵A和 r ∈ R，定
义矩阵A的 r次方为Ar = UΛrU ′。

此外，若定义B = Λ1/2U ′，则有A = B′B。

C.13 矩阵分解

矩阵分解在分析矩阵性质和数值计算时被广泛使用，本节介绍几种除谱分解之外的

常见矩阵分解。

LU分解

令A是方阵，存在下三角阵 L和上三角阵 U 使得：

A = LU .

LU分解是线性方程组求解的高斯消元法的副产品。具体地，对 A进行高斯消元法得到

上三角阵U，这一过程可以看作是A左乘一系列的初等消元矩阵，即，存在初等消元矩

阵 E1, . . . ,Ek 使得：

E1 · · ·EkA = U .

记 E = E1 · · ·Ek，则有：

EA = U .

7此时称 C 为全等变换，称矩阵A与 C 全等。
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C.13 矩阵分解

例如，

A =

⎛

⎜⎜⎝

2 4 −2

4 9 −3

−2 −3 7

⎞

⎟⎟⎠

若将 (2, 1)位置上的元素 4消去（处理为 0），可以左乘初等消元矩阵

E1 =

⎛

⎜⎜⎝

1 0 0

−2 1 0

0 0 1

⎞

⎟⎟⎠ .

这是因为：

E1A =

⎛

⎜⎜⎝

1 0 0

−2 1 0

0 0 1

⎞

⎟⎟⎠

⎛

⎜⎜⎝

2 4 −2

4 9 −3

−2 −3 7

⎞

⎟⎟⎠ =

⎛

⎜⎜⎝

2 4 −2

0 1 1

−2 −3 7

⎞

⎟⎟⎠ .

注意到初等矩阵非奇异，所以可以定义 L = E−1，则有 L是下三角阵，并且A = LU。

QR分解

令 A ∈ Rm×n 且 rank(A) = n，则存在 Q ∈ Rm×n 满足 Q′Q = In 和主对角线元素

为正的 n阶上三角阵 R使得 A = QR。此结论的证明可以参考 Calafiore et al. (2014)的
7.3节。
若A是 n阶方阵，则A可以分解为A = QR，其中，Q是正交矩阵，R是上三角

阵。如果A非奇异且进一步限制R的主对角线元素为正，则Q和R唯一。

特征分解

令A是 n阶可对角化方阵，定理 C.9表明A可以分解为：

A = UΛU−1,

其中，Λ是对角阵，其主对角线上元素是 A的 n个特征值；U 是由 A的特征向量作为

列构成的可逆矩阵。

正定矩阵的三角分解

任意的正定矩阵A都可以唯一地表示为：

A = LDL′,

其中，L是主对角线上元素为 1的下三角阵；D为对角阵，其主对角线上的元素都大于

0。此结论的证明可以参考 Hamilton (1994)的 4.4节。
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C.13 矩阵分解

Cholesky分解

令A为正定阵，其三角分解为A = LDL′。将D的主对角线元素开根号得到D1/2，

则有：

A = LDL′ = LD1/2D1/2L′ = LD1/2(LD1/2)′ ≡ PP ′,

其中，P = LD1/2，容易验证，P 是下三角矩阵，其主对角线上的元素都大于 0。称
A = PP ′为正定阵A的 Cholesky分解。

奇异值分解

矩阵的谱分解只适用于对称方阵，对于一般的矩阵A ∈ Rm×n 也有类似于谱分解的

结论，这就是矩阵的奇异值分解（singular value decomposition, SVD）。和 PCA一样，SVD
常用来对高维数据进行降维处理。

定理 C.13.奇异值分解基本定理

♥

若A ∈ Rm×n，则A可以分解为：

A = UΣV ′,

其中，U 是 m 阶正交矩阵，V 是 n 阶正交矩阵，Σ 是 m × n 维的矩形对角阵a，

其主对角线元素非负，且按降序排列。

a 矩形对角阵与对角阵类似，其主对角线元素由行下标和列下标相等的位置上的元素构成，矩形对角
阵除主对角线以外的元素都是 0。

此定理的证明请参考李航 (2022)的定理 15.1。下面给出奇异值分解的具体计算过程：
1. 计算A′A的特征值，令 rank(A) = r，由 C.17中的结论 1和 4，A′A有 r个正特

征值，n− r个 0特征值。将这些特征值按降序排列：

λ1 " λ2 " · · · " λr > 0, λr+1 = · · · = λn = 0.

计算这些特征值的平方根：σi =
√
λi，i = 1, . . . , n，σi即为A的奇异值。

2. 令 ν1, . . . ,νr 为 A′A的正特征值对应的特征向量，νr+1, . . . ,νn 为 A′A的 0特征
值对应的特征向量，记 V r = [ν1, . . . ,νr]，V n−r = [νr+1, . . . ,νn]，则有：

V = [V r, V n−r].

3. 将 σ1, . . . ,σr 构成对角阵：

Σr =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎣

σ1

σ2
. . .

σr

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

则m× n维的矩形对角阵 Σ为：

Σ =

⎡

⎣ Σr 0

0 0

⎤

⎦ .
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4. 令

uj =
1

σj
Aνj , j = 1, . . . , r, U r = [u1, . . . ,ur].

取 N (A′)的一组标准正交基 ur+1, . . . ,um，并令 Um−r = [ur+1, . . . ,um]，则有：

U = [U r, Um−r].

奇异值分解可以提供矩阵的低秩近似，常用来进行图像压缩，这涉及到截断（truncated）
分解和紧致（compact）分解的概念：

定义 C.5.紧致和截断奇异值分解

♣

设A ∈ Rm×n，rank(A) = r，称

A = U rΣrV
′
r =

r∑

j=1

σjujν
′
j

为A的紧致奇异值分解。

若 0 < k < r，Uk、V k 和 Σk 分别是 U r、V r 和 Σr 的前 k列构成的矩阵，称

A ≈ UkΣkV
′
k =

k∑

j=1

σjujν
′
j

为A的截断奇异值分解。

由C.17中的结论 3，
∑k

j=1 σjujν ′j的秩为 k，同时，由并矢矩阵的性质，
∑k

j=1 σjujν ′j

是 k 个秩 1的矩阵的和。如图 C.4所示，左侧为秩为 200的灰度图像的低秩近似，用来
近似的矩阵秩为 20；右侧为原始灰度图像的紧致奇异值分解。

图 C.4: 奇异值分解用于图像压缩：截断分解（左）和紧致分解（右）

事实上，奇异值分解提供了矩阵的最优近似：

定理 C.14.矩阵的最优近似
设矩阵A ∈ Rm×n的奇异值分解为 UΣV ′，则

∥A∥F =
(
σ21 + σ22 + · · ·+ σ2n

)1/2
.

令 rank(A) = r，设M为 Rm×n中所有秩不超过 k的矩阵的集合，0 < k < r，若

秩为 k的矩阵X ∈ M满足：

∥A−X∥F = min
S∈M

∥A− S∥F ,
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♥

则有：

∥A−X∥F =
(
σ2k+1 + σ22 + · · ·+ σ2n

)1/2
.

特别地，Ak =
∑k

j=1 σjujν ′j 满足：

∥A−Ak∥F =
(
σ2k+1 + σ2k+2 + · · ·+ σ2n

)1/2
= min

S∈M
∥A− S∥F .

图 C.5: 奇异值分解的几何意义（图片来源：Wikipedia奇异值分解词条）

图 C.5说明了奇异值分解的几何意义：原始空间的一组标准正交基（左上单位圆中
的红黄向量）经过坐标系的旋转变换 V ′（向量经过正交矩阵映射不改变向量长度，不改

变向量间的夹角）、坐标轴的缩放变换 Σ（纵轴缩短至 σ2，长轴放大至 σ1）以及坐标系

的旋转变换 U 之后得到与直接经过A进行线性映射等价的结果。

C.14 矩阵的广义逆

在 C.8中定义的矩阵的逆只适用于方阵，当矩阵不可逆或根本不是方阵时，可以定
义矩阵的广义逆（generalized inverse）。
对于任意的矩阵 A ∈ Rm×n，Penrose (1955)证明满足下面四个条件的矩阵 X 是唯

一的：

AXA = A;

XAX = X;

(AX)′ = AX;

(XA)′ = XA.

称这样的矩阵X 为矩阵A的Moore-Penrose广义逆，记为A+。此外，只满足第一个条

件的矩阵X 在研究线性方程组 Ax = b的解的表征时具有重要作用，被称为矩阵 A的

广义逆，记为A−。

下面的定理表明：对任意的矩阵A ∈ Rm×n，A−总是存在的。
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定理 C.15.广义逆A−的存在性

♥

设A ∈ Rm×n，rank(A) = r。若

A = P

⎛

⎝ Ir 0

0 0

⎞

⎠Q,

其中，P 和Q非奇异，则

A− = Q−1

⎛

⎝ Ir B

C D

⎞

⎠P−1,

这里的B、C 和D为满足维数要求的任意矩阵。

证明过程请参考李高荣，吴密霞 (2021)的定理 1.2.6。此定理的另一个推论是：A−

唯一当且仅当A为可逆方阵。

通常，广义逆A−有无穷多个，但是矩阵的Moore-Penrose广义逆A+是唯一的：

定理 C.16.广义逆A+的存在唯一性

♥

对任意的A ∈ Rm×n，A+是唯一的；若A的奇异值分解为

A = U

⎛

⎝ Σr 0

0 0

⎞

⎠V ′,

则

A+ = V

⎛

⎝ Σ−1
r 0

0 0

⎞

⎠U ′.

证明过程请参考李高荣，吴密霞 (2021)的定理 1.2.8。

C.15 Kronecker积与向量化算子

本节介绍矩阵的 Kronecker 积与向量化算子，它们在线性模型的参数估计中具有广
泛的应用。

定义 C.6. Kronecker积

♣

设 A = (aij)
m, n
i=1, j=1 ∈ Rm×n 和 B = (bij)

p, q
i=1, j=1 ∈ Rp×q，定义矩阵 Q =

(aijB)m, n
i=1, j=1，称为A和B的 Kronecker积，记为Q = A⊗B，即，

A⊗B =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a11B a12B · · · a1nB

a21B a22B · · · a2nB
...

...
...

am1B am2B · · · amnB

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Kronecker积具有如下主要性质：
1.（结合律）(A⊗B)⊗C = A⊗ (B ⊗C)；

2. (αA)⊗ (βB) = αβ(A⊗B)，其中，α, β 是标量；
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3.（分配律）(A1 +A2)⊗B = (A1 ⊗B) + (A2 ⊗B)，A⊗ (B1 +B2) = (A⊗B1) +

(A⊗B2)；

4. (A1 ⊗B1)(A2 ⊗B2) = (A1A2)⊗ (B1B2)；

5. (A⊗B)′ = A′ ⊗B′；

6. (A⊗B)−1 = A−1 ⊗B−1；

7. tr(A⊗B) = tr(A) tr(B)；

8. rank(A⊗B) = rank(A) rank(B)；

9. A和B分别是 n阶和m阶方阵，det(A⊗B) = (detA)m(detB)n。

定义 C.7.向量化算子

♣

设 A ∈ Rm×n，将其按列分块为
[
a1 . . . an

]
，把 A的列依次排成 mn × 1维

列向量的运算称为向量化运算，记为：

vec (A) =

⎛

⎜⎜⎝

a1

...
an

⎞

⎟⎟⎠ ,

并称 vec (·)为向量化算子。

向量化运算具有如下主要性质：

1. vec (A+B) = vec (A) + vec (B)；

2. vec (αA) = α vec (A)，其中，α是标量；

3. tr(AB) = (vec (A′))′ vec(B)；

4. 设 a和 b分别是 n× 1和m× 1维列向量，则 vec
(
ab′
)
= b⊗ a；

5. vec (ABC) = (C ′ ⊗A) vec(B)。

C.16 矩阵求导

求解计量经济学中遇到的最优化问题常会涉及矩阵的求导，本质上，矩阵求导就是

多元函数的求导。本节给出一些关于矩阵求导的常用结论，想进一步学习相关知识的读

者可以参考王松桂，史建红，尹素菊，吴密霞 (2004)。
令X ∈ Rm×n，y = f(X)是X 的实值函数，这里我们假设X 中的每个元素 xij 不

是其他元素的函数，i = 1, . . . ,m，j = 1, . . . , n。类似于数学分析中的方向导数，矩阵可

微的定义为：

定义 C.8. Gâteaux可微

♣

设 f(X) 为矩阵 X 的实值函数，如果存在矩阵 G ∈ Rm×n，对任意的方向 V ∈
Rm×n满足：

lim
t→0

f(X + tV )− f(X)− t⟨G,V ⟩
t

= 0, (C.15)

则称 f 关于X 是 Gâteaux可微的，满足上式的 G称为 f 在X 处（Gâteaux可微
意义上）的梯度。
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f(X)的梯度可以用其偏导数表示为：

∇f(X) =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎝

∂y
∂x11

∂y
∂x12

· · · ∂y
∂x1n

∂y
∂x21

∂y
∂x22

· · · ∂y
∂x2n

...
...

...
∂y
∂xm1

∂y
∂xm2

· · · ∂y
∂xmn

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

若 x是 n维列向量，f(x)在 x处的梯度表示为：

∇f(x) ≡ ∂f(x)

∂x
=

(
∂y

∂x1
, . . . ,

∂y

∂xn

)′
.

本书中约定：
∂f(x)

∂x′ ≡
(
∂y

∂x1
, . . . ,

∂y

∂xn

)
.

此外，设 f 二阶可微，将 ∇f(x)关于 x′的导数称为 f 在 x处的海塞矩阵：

∇2f(x) ≡ ∂∇f(x)

∂x′ =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∂2y
∂x2

1

∂2y
∂x1∂x2

· · · ∂2y
∂x1∂xn

∂2y
∂x2∂x1

∂2y
∂x2

2
· · · ∂2y

∂x2∂xn

...
... . . . ...

∂2y
∂xn∂x1

∂2y
∂xn∂x2

· · · ∂2y
∂x2

n

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

下面总结一些常用的矩阵（向量）求导结论：

1. ∂
∂x (a′x) = ∂

∂x (x′a) = a；

2. ∂
∂x (x′A) = A， ∂

∂x′ (Ax) = A，A ∈ Rm×n；

3. ∂
∂x (x′Ax) = (A+A′)x，A ∈ Rn×n；

4. ∂2

∂x∂x′ (x′Ax) = A+A′，A ∈ Rn×n；

5. ∂
∂A tr(BA) = B′，A ∈ Rm×n，B ∈ Rn×m；

6. ∂
∂A log det(A) =

(
A−1

)′，A非奇异。

证明
1. 注意到

∂a′x

∂xj
=

∂

∂xj
(a1x1 + · · ·+ anxn) = aj .

于是，
∂a′x

∂x
=

(
∂a′x

∂x1
, . . . ,

∂a′x

∂xn

)′
= a.

2. 将A记为
[
a1 . . . an

]
，则有：

∂

∂x

(
x′A

)
=

∂

∂x

[
x′a1 . . . x′an

]
=
[
a1 . . . an

]
= A.

将A记为
[
α1 . . . αm

]′
，则有：

∂

∂x′ (Ax) =
∂

∂x′

[
α′

1x . . . α′
mx

]′
=
[
α1 . . . αm

]′
= A.

3. 注意到 x′Ax = x′A′x，由求导的乘法法则，我们有：
∂

∂x

(
x′Ax

)
=

∂

∂x

(
x′In

)
Ax+

∂

∂x

(
x′A′)x = InAx+A′x =

(
A+A′)x.
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4. 由结论 3，
∂2

∂x∂x′
(
x′Ax

)
=

∂

∂x

∂

∂x′
(
x′Ax

)
=

∂

∂x
x′ (A+A′) = A+A′.

5. 注意到 tr(BA) =
∑m

i=1

∑n
j=1 aijbji，因此，

∂

∂aij
tr(BA) = bji,

即， [
∂

∂A
tr(BA)

]

ij

= bji.

结论 5得证。此定理也可以从定义 C.8直接推出。事实上，

lim
t→0

tr[B(A+ tV )]− tr(BA)

t
= tr(BV ) = tr(V B) = ⟨B′,V ⟩,

其中，第一个等号用到了式 (C.4)，第二个等号用到了式 (C.2)，最后一个等号用到
了式 (C.7)。

6. 由计算行列式的公式 (C.8)、矩阵求逆公式 (C.11)和复合函数求导公式，我们有：
∂

∂aij
log det(A) = (detA)−1 ∂

∂aij
detA = (detA)−1[C]ij ,

因此，
∂

∂A
log det(A) = (detA)−1C = (detA)−1[adj(A)]′ =

(
A−1

)′
.

C.17 其他重要结论

在介绍了向量和矩阵涉及的主要概念之后，本附录最后总结一些常用的矩阵代数相

关结论，供读者查阅。

1. 对任意的矩阵A，R(A) = R(AA′)。

2. 令A ∈ Rm×n，则有：

rank(A) = rank(AA′) = rank(A′A). (C.16)

（结论 1和 2的证明见 Abadir et al. (2005)的 Exercise 4.13）
3. 令A ∈ Rm×n，B和 C 分别是m阶和 n阶非奇异阵，则有：

rank(BA) = rank(AC) = rank(BAC) = rank(A).

（证明见 Abadir et al. (2005)的 Exercise 4.24）
4. 假设矩阵A、B和 C 满足可相乘条件，则有：

rank(BA) = rank(A), 如果B列满秩,

rank(AC) = rank(A), 如果 C 行满秩.

（证明见 Abadir et al. (2005)的 Exercise 4.25）
5. 若A ∈ Sn，且具有 r个非零特征值，则 rank(A) = r。（利用谱分解定理和本节结

论 2即可证明）
6. 设A是 n阶对称方阵，则 trA =

∑n
i=1 λi，detA =

∏n
i=1 λi。（利用谱分解定理即

168



C.17 其他重要结论

可证明）

7. 设 A 是 n 阶方阵，则 trA =
∑n

i=1 λi，detA =
∏n

i=1 λi。（证明见 Abadir et al.
(2005)的 Exercise 7.26和 7.27）

8. 令 λ是A的特征值，其对应的特征向量为 ν，则有：

对任意的标量 s和 t，s− tλ是矩阵 sI− tA的特征值，其对应的特征向量为

ν；

λk 是矩阵Ak 的特征值，k = 2, 3, . . .，其对应的特征向量为 ν；

λ−1是矩阵A−1的特征值，其对应的特征向量为 ν。

（证明见 Abadir et al. (2005)的 Exercise 7.14）
9. 令 A ∈ Rm×n 和 B ∈ Rn×m，则有 det(Im −AB) = det(In −BA)，并且 BA和

AB的非零特征值是相同的。（证明见 Abadir et al. (2005)的 Exercise 7.25）
10. A ≻ 0当且仅当A−1 ≻ 0。（证明见 Abadir et al. (2005)的 Exercise 8.14）
11. 幂等阵的特征值只能是 0和 1，反之不成立。（证明见 Abadir et al. (2005)的 Exercise

8.56）
12. 对任意的幂等阵 A（不一定是对称阵），rank(A) = tr(A)。（证明见 Abadir et al.

(2005)的 Exercise 8.61）
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